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R�esum�e
Les m�ethodes de type sous-espace pour la s�eparation de

sources supposent th�eoriquement la connaissance exacte de

l'ordre des �ltres du m�elange. Dans ce papier, on montre

exp�erimentalement que la s�eparation est possible si l'ordre

est sous-estim�e, pourvu que cet ordre soit su�sant pour

mod�eliser fonctionnellement les �ltres du m�elange.

Abstract
The subspace based methods for source separation assume

the �lter orders are perfectly known. In this paper, it is

experimentally proved that the separation is achieved, even

if the �lter order is underestimated, so long as the order

is su�cient to functionally model the actual �lters of the

mixture.

1 Introduction

Le probl�eme de s�eparation de sources dans des m�elanges
convolutifs est tr�es important pour les applications en
t�el�ecommunications. Les premi�eres solutions propos�ees
ont �et�e bas�ees sur les statistiques d'ordre sup�erieur �a deux
[11], [12] et [8]. Cependant, dans le cas de m�elanges
strictement causaux, les statistiques d'ordre deux sont
su�santes [2].

Les m�ethodes de type sous-espace, r�ecemment utilis�ees
pour le probl�eme d'identi�cation aveugle [4] [10] [?] [3], ex-
ploitent uniquement des statistiques d'ordre deux et peu-
vent être appliqu�ees �a la s�eparation de m�elanges convolu-
tifs [5] [9] [7].

Dans le cas g�en�eral, on montre [5] [9], en utilisant les
m�ethodes de type sous-espace, que la transformation du
m�elange convolutif vers un m�elange instantan�e est possi-

ble en utilisant uniquement les statistiques d'ordre 2, la
s�eparation de sources sera alors achev�ee par l'utilisation
de crit�eres bas�ees sur les statistiques d'ordre 4.

Dans certains cas, notamment si les degr�es des colonnes
de la matrice �ltre H(z) sont connus et tous di��erents, on
montre que la s�eparation est possible en utilisant unique-
ment les statistiques du second ordre [5] [7].

Les d�eveloppements th�eoriques de cette m�ethode sup-
posent une connaissance exacte de l'ordre des �ltres de
m�elanges, ordre que l'on ne connâ�t g�en�eralement pas.
Dans ce papier, apr�es un rappel sur le mod�ele et le crit�ere
de l'algorithme (paragraphe 2), on s'interroge sur la ro-
bustesse de la m�ethode vis-�a-vis de cette hypoth�ese (para-

graphe 3).

2 Mod�ele et Crit�ere

Soient S(n) le vecteur source �a p composantes (p sources)
et Y (n) le vecteur des signaux m�elang�es �a q composantes
qui sont les sorties de q capteurs. Supposons que H(z) soit
la matrice polynômiale de dimension q � p qui repr�esente
le �ltre de m�elange, et supposons que les �ltres sont tous
causaux, On peut alors �ecrire :

Y (n) = [H(z)]S(n) =

MX
i=0

H(i)S(n � i); (1)

o�u M est le degr�e du H(z) 1.

Par concat�enation des vecteurs de m�elanges
Y (n); : : : ; Y (n�N ) aux instants n; : : : ; n � N , on con-
struit un grand vecteur Y

N
(n) de dimension q(N +1). En

faisant la même op�eration sur les sources, il est facile �a
montrer que :

Y
N
(n) =

0
@ Y (n)

: : :

Y (n� N )

1
A

= T
N
(H)S

N+M (n)

= T
N
(H)

0
B@

S(n)
...

S(n � N �M )

1
CA ; (2)

o�u T
N
(H) est une matrice de Sylvester, correspondant au

�ltre H(z) =
P

M

i=0H(i)z�i, de dimensions q(N + 1) �

1Le degr�e d'une matrice polynômialeH(z) est �egal au maximum
des degr�es de ses coe�cients hij(z).



(M + N + 1)p, et N est le nombre d'observations.
Cette matrice a la forme particuli�ere suivante :

T
N
(H) =2
6664
H(0) : : : H(M ) 0 : : : 0
0 H(0) : : : H(M ) 0 : : :
...

...
: : : 0 H(0) : : : H(M )

3
7775 :

La s�eparation de sources est fond�ee sur l'estimation d'une
matrice G, inverse �a gauche de T

N
(H). Or, pour que

T
N
(H) soit inversible :

� N doit être su�samment tel que le nombre de
colonnes de T

N
(H) soit plus grand que le nombre de

lignes de T
N
(H), soit :

N >
Mp+ p � q

q � p
(3)

� on doit v�eri�er th�eoriquement l'hypoth�ese fondamen-
tale que les degr�es des colonnes2 de H(z) sont
tous �egaux �a M [4] [9] [7].

Dans [9] et [7] la m�ethode de s�eparation se divise en
deux �etapes. La premi�ere �etape consiste �a passer d'un
m�elange convolutif �a un m�elange instantan�e, par minimi-
sation d'un crit�ere quadratique (ordre deux). Ce crit�ere,
obtenu par une g�en�eralisation du crit�ere propos�e par Ges-
bert et al. [4] dans le cadre d'un probl�eme d'identi�cation
aveugle, s'�ecrit :

min
G

Ek[I(M+N)p 0
p
]GY

N
(n)�[0

p
I(M+N)p]GYN (n+1)k2

(4)
o�u E est l'esp�erance math�ematique et 0

p
est la matrice

rectangulaire nulle de dimension (M +N )p� p.

On peut montrer (voir 5 Annexe) que l'estimation de
la matrice G avec ce crit�ere nous permet de trouver une
matrice globale A :

A = G:T
N
(H) = diag(A;A; : : : ; A): (5)

Cette matrice globale, de taille (M+N+1)p�(M+N+1)p,
est diagonale par bloc : le bloc A est une matrice de
scalaires de dimension p � p. Les performances �a l'ordre
deux de notre algorithme sont caract�eris�ees par la diag-
onalisation en bloc de cette matrice globale A. Dans la
section suivante, on utilise notamment cette matrice pour
montrer la convergence �a l'ordre deux de notre algorithme.

La deuxi�eme �etape consiste �a faire une s�eparation du
m�elange instantan�e r�esiduel, correspondant �a la matrice
A :

GY
N
(n) =

0
B@

AS(n)
...

AS(n � N �M )

1
CA ; (6)

en utilisant les statistiques du quatri�eme ordre.

2Le degr�e d'une colonne est le degr�e maximum de ses coe�cients.

Finalement, il faut noter que la solution triviale de la
minimisation du crit�ere (4) est la matrice G = 0. Pour
cette raison, la minimisation sans contrainte n'est pas su�-
isante pour chercher une inverse �a gauche de T

N
(H) et

pour assurer la s�eparation instantan�ee3 dans la deuxi�eme
�etape. La contrainte choisie est [9] [7] :

G0EYN (n)YN (n)
TGT

0 = AES(n)ST (n)AT = I
p
; (7)

o G0, de taille p� q(N + 1), est la premi�ere ligne bloc de
G, et E est l'esp�erance math�ematique.

3 Hypoth�eses et validations

Comme on l'a indiqu�e dans la section pr�ec�edente, la
m�ethode repose sur l'hypoth�ese que les degr�es de colonnes
sont �egaux �a M . Th�eoriquement, cette hypoth�ese indique
implicitement la connaissance exacte de M , ce qui est
tr�es restrictif, car l'estimation de cet ordre risque d'être
erron�ee. Nous nous sommes donc interrog�es sur la ro-
bustesse de cette hypoth�ese et sur la validit�e de la m�ethode
dans le cas d'une estimation inexacte de M .

Si on surestime M , alors th�eoriquement on sait que la
s�eparation n'est pas possible, puisque l'espace engendr�e
par T

N
(H) identi�e alors H(z) �a un polynôme (�ltre)

scalaire pr�es. Par cons�equent, il subsiste encore un
m�elange convolutif. Exp�erimentalement, on retrouve cette
ind�etermination (�gure 1 dans le cas de deux sources et
quatre capteurs). Dans la �gure 1, on montre la matrice
A = GT

N
(H) (5) obtenue lorsque l'on surestime volon-

tairement le degr�e M = 3 �a M 0 = 4. Si la s�eparation �etait
obtenue, cette matrice devrait être une matrice diagonale
par bloc de p � p; or on remarque bien l'e�et du �ltre
r�esidant par la d�egradation des coe�cients de la matrice
bloc.
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Figure 1: GT
N
(H) avec une surestimation de M = 3 �a

M 0 = 4.

Par contre, une sous-estimation est admissible si le �l-
tre sous-estim�e permet de mod�eliser fonctionnellement le

3La matrice du m�elange A doit être inversible.
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Figure 2: GT
N
(H) avec une sous estimation de M = 3 �a

M 0 = 2.

�ltre original. A titre d'exemple, pour le même �ltre H(z)
d'ordre 3, en sous-estimant la valeur �a M 0 = 2, on trouve
de bonnes performances (voir �gure 2) : le bloc diagonale,
correspondant au m�elange instantan�e r�esiduel, est r�ep�et�e
exactement sur toute la diagonale.

De même, une sous-estimation d'un �ltre H(z) d'ordre
M = 5 dont ses coe�cients pr�esentent deux r�esonances
(�gure 3), par un �ltre de degr�e M 0 = 4 est acceptable.
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Figure 3: Filtre d'ordre cinq.

Par contre, une sous-estimation M 0 = 3 ou M 0 = 2 ne
permet pas de faire la s�eparation, car les deux modes ne
peuvent être mod�eliser. La �gure 4 montre les r�esultats
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Figure 4: GT
N
(H) une sous-estimation

exp�erimentaux dans le cas M 0 = 2, il est clair que la
matrice A n'est pas une matrice diagonale par bloc.

Le choix du nombre d'observations N est li�e �a l'ordre du
�ltre M , selon l'�equation (3). Bien entendu, cette relation

suppose que le degr�e M est exact. S'il est sous-estim�e,
l'in�egalit�e (3) risque de conduire �a une sous-estimation de
N et �a l'impossibilit�e d'inverser T

N
(H).

Notons aussi une augmentation de N va introduire en pra-
tique deux probl�emes :

� le premier se r�esume par une augmentation du temps
de calcul et de l'espace m�emoire utilis�e4.

� tandis que le deuxi�eme probl�eme est un probl�eme
d'erreurs num�eriques qui va d�egrader plus ou moins
les r�esultats.

Finalement, pour un �ltre qui n'a pas le même degr�e
sur ses colonnes, la convergence du crit�ere (4) n'assure
pas la s�eparation. Dans cette situation, et si les di��erents
degr�es sont connus exactement, on a propos�e une autre
mod�elisation du probl�eme bas�ee aussi sur la matrice de
Sylvester [9] et un algorithme suivant le principe de
d�e
ation [7]. Il reste �a noter que Gorokhov et Loubaton
[5] [6] ont pr�esent�e un algorithme par bloc (non-adaptatif)
similaire.

4 Conclusion

Les m�ethodes de type sous-espace sont des m�ethodes
th�eoriquement tr�es �el�egantes. En pratique, elles
n�ecessitent la manipulation de matrices de grandes dimen-
sions, et les algorithmes sont coûteux en temps de calcul
[1] [7].

4Un petit exemple: dans le cas o�u on a un �ltre d'ordre
M = 4, deux sources p = 2, quatre capteurs q = 4 et un nom-
bre d'observation N = 9, on trouve facilement que la matrice de
Sylvester TN(H) est une matrice de dimension 40� 28. Le lecteur
peut facilement calculer les dimensions des autres matrices pour être
convaincu.



Ces m�ethodes montrent n�eanmoins que l'on peut
s�eparer les sources presque enti�erement avec des crit�eres
de second ordre statistiques, sous la condition d'avoir plus
de capteurs que de sources et de connâ�tre (ou d'estimer)
les degr�es des colonnes de H(z).

Dans ce papier, nous avons montr�e que les algo-
rithmes sous-espaces sont tol�erants �a une sous-estimation
de l'ordre des �ltres, pourvu que les ordres choisis perme-
ttent de mod�eliser fonctionnellement les �ltres exacts. Ce
r�esultat est tr�es int�eressant en pratique.

5 Annexe

En posant A = GT
N
(H), on aura GY

N
(n) =

AS(M+N)(n). La matrice G, qui minimise la fonction
coût, a la propri�et�e suivante :

[I(M+N)p 0
p
]AS(M+N)(n) = [0

p
I(M+N)p]AS(M+N)(n+ 1):

Cette �egalit�e signi�e que les (M+N ) premi�eres lignes bloc
de GY

N
(n) sont �egales aux (M +N ) derni�eres lignes bloc

de GY
N
(n + 1). C'est cette observation qui conduit au

crit�ere (4). On peut aussi �ecrire que :

[0
p

(I(M+N)p 0
p
)A]S(M+N+1)(n + 1) =

[(0
p
I(M+N)p)A 0

p
]S(M+N+1)(n + 1): (8)

Et ceci est vrai a tout instant n. Si les composantes du
vecteur S(M+N+1)(n+1) sont lin�eairement ind�ependantes,
alors :

[0
p
(I(M+N)p 0

p
)A] = [(0

p
I(M+N))A 0

p
]: (9)

Supposons que :

A = (A
ij
) =

�
a

b

�
=

�
c

d

�
:

o�u A
ij
est une matrice de dimension p� p , a et d sont de

dimension p� (M +N + 1)p, et b et c sont de dimension
(M +N )p�(M +N +1)p. D'apr�es l'�equation (9), on peut

d�eduire que :

[b 0
p
] = [0

p
c]: (10)

Cette derni�ere �equation nous montre que :

� La premi�ere colonne-bloc (c.�a.d les p premi�eres
colonnes) de b est �egale �a z�ero. Donc on trouve :

A
i1 = 0; 8 1 < i �M + N + 1: (11)

� La derni�ere colonne-bloc de c est �egale �a z�ero.

A
i(M+N+1) = 0; 8 1 � i < M + N + 1: (12)

� A
ij
= A(i�1)(j�1)

Donc la matrice A est une matrice diagonale par bloc.
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